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Kapitel XIII. Integrationstheorie

Das Integral [ fdp fir Abbildungen f : X — E mit Werten in einem Banachraum E, ins-
besondere also fir R-wertige Funktionen, wird zunachst im Falle eines allgemeinen Mal3rau-
mes (X, A, n) eingefuhrt und untersucht. Die wesentlichen Konvergenzsatze der Integrations-
theorie und Folgerungen fur Parameterintegrale werden bewiesen. Danach werden die Eigen-
schaften des Integrals zum Lebesguemal auf dem R", also fur den MaRBraum (R", L(R"), \,,)
bzw. (R", B(R"), \,,), eingehender studiert. Insbesondere wird genauer auf die Produktstruktur
R™ = R* x R™, n = k 4+ m, mit den Konsequenzen fiir die Integration und auf die Transformati-
onsformel flr das Lebesgueintegral auf offenen Teilmengen des R™ eingegangen.

846 Integration

Im folgenden sei (X, A, i) stets ein MaRraum und E ein Banachraum Uber R oder C. In
Bezug auf die Borelalgebra B = B(E) ist (E, B) ein Messraum.

Unter einer Stufenfunktion verstehen wir wie zuvor eine messbare Abbildung ¢ : X — E,
die nur endlich viele Bildpunkte ¢(X) = {vo,...,vn} hat (Funktionen mit nur endlich vielen
Bildpunkten werden oft auch einfache Funktionen genannt). Die Messbharkeit bedeutet dann,
dass die Mengen ¢~ '(v;) = A; messbar sind. Es gilt

m
Y= ZXAjUj ’
Jj=0

wenn die v; paarweise verschieden sind, wobei x4 : X — R die charakteristische Funktion
einer Teilmenge A C X ist: xya(x) =1firz € Aund xa(z) =0furz € X \ A.

Eine Stufenfunktion wird auch durch eine endliche, disjunkte Zerlegung X = J;_, Bz,
By, € A, und beliebige w, € E gegeben, indem ¢ = >, xp, wi gesetzt wird. In dieser Dar-
stellung kann wy, = w; fir k # j vorkommen. Im Falle w; # wy, fur alle j # k spricht man
von der Normalform der Darstellung von ¢, das ist wieder die oben eingefiihrte Darstellung mit

(70:2?1:0XAJ'U]'7Ajzw_l(vj)ﬂvj#vkwj?ék'

Die Skalarmultiplikation auf E wird ergéanzt durch die folgende Festlegung fir den Nullvektor
0 € FE (auch im Falle £ = R):
000: =0, —c00:=0.
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(46.1) Definition: (Integration von Treppenfunktion) Eine Stufenfunktion ¢ = Z;”ZO XA;Vj
(mit paarweise verschiedenen A;, aber nicht notwendigerweise auch paarweise verschiedener
v;) ist integrierbar (genauer: p-integrierbar) und hei3t dann eine Treppenfunktion, wenn

D il n(4y) < o0
j=0
gilt. In diesem Falle wird das Integral von ¢ (beztglich 1) durch

/wdu =Y (A €E
=0

definiert.

Man schreibt auch [odu = [ pdu, [edu = [¢ oder [pdu = [¢(x)du(x) und Ahnli-
ches.

Die Menge der Treppenfunktionen auf X mit Werten in Ewird mit 7 = 7 (u) = 7 (X, E) oder
7,(X, E) bezeichnet.

(46.2) Bemerkung: Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei vo = 0 und v; # 0 far j >
0 in einer Darstellung einer Stufenfunktion ¢ = Z;”ZO XA;vj Von ¢ mit paarweise disjunkten
Teilmengen A; C X von X. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1° ¢ ist Treppenfunktion.
2° u(Aj) < oo fiir alle j > 0.
3% w1 (E\{0})) < oc.

(46.3) Lemma:

1° Das Integral [ ¢dpu fir eine Treppenfunktion ¢ ist unabhéngig von der speziellen Dar-
stellung ¢ = Z;’”‘ZO XA,;vj, und damit ist das Integral nach Definition 46.1 tberhaupt erst wohl-
definiert.

2° Die Treppenfunktionen 7 bilden einen Vektorraum, im Falle £ = R sogar eine Algebra
bezglich der punktweisen Addition und Multiplikation.

3° Die Abbildung [ : 7 — E, ¢ — [@du, istlinear.

4° Im Falle £ = R ist das Integral positiv in folgendem Sinne: Aus ¢ > 0, also v; > 0 flr
alle j =0,...,m, folgt [ ¢du > 0. Aquivalent dazu:

p<v — [edus [van

fur eine weitere Treppenfunktion ¢ € 7.
5° Eine Stufenfunktion ¢ : X — E ist genau dann integrierbar, wenn das fur ||¢| : X —

R, z + |¢(x)||, gilt und es ist
H/wdu“ S/!wll dp < 00
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(46.4) Beispiele:
1° Mt X =N, A =P(X) und p = ¢ (das ZahlmaR) erhélt man fur Treppenfunktionen

p: X - k.
/@dCZZw(n)-

neN
2° Fur das Dirac-MaB ¢, : P(X) — R auf einer Menge X ist jede Abbildung ¢ : X — E mit
endlichem Bild eine Treppenfunktion und es gilt fir o = 3 x4,v;:

/@dCZ > xa; vy = vk,

wenn p € Ag. (Zur Treppenfunktion gehdrt die Zerlegung von X in paarweise disjunkte Teilmen-
gen A;, und p € X liegtin genau einem A;.) 11.12.2007

3° Die Treppenfunktionen aus Kapitel IX.A auf einem kompakten Intervall J = [a,b] = X
mit Werten in R (vgl. 27.2) sind auch Treppenfunktionen im Sinne der neuen Definition 46.1 fur
das Lebesguemall. Die Definiton 46.1 liefert eine Ausdehnung des in 27.2 getroffenen Begriffs:
Eine Treppenfunktionen g nach 27.2 hat als Urbilder g='(v), v € R, stets endliche Vereini-
gungen von (evtl. ausgearteten) Intervallen in J, wahrend eine R-wertige Treppenfunktion ¢
nach 46.1 fir X = J mit dem Lebesguemalf als Urbilder ox=!(v), v € R, beliebige lebesgue-
messbare Teilmengen aus J haben kann. Das kann man so verstehen, das in Paragraf 27 die
Treppenfunktion zum Pramal ,Intervalllange* definiert werden, wahrend die Definiton jetzt auf
Treppenfunktionen zum Lebesguemal? ausgedehnt wird.

4° Die Definition des Integrals in 27.2 fiir die eingeschrankte Klasse von Treppenfunktionen
(vgl. 3°) liefert denselben Integralwert wie 46.1.

Das folgende Resultat ermdglicht die Ausdehnung des Integrals auf eine gréRere Klasse
von Abbildungen. Diese Art der sukzessiven Einfiihrung des Integrals ist uns aus dem Kapitel
IX.B bekannt. Es handelt sich hier wie dort um die lineare und stetige Fortsetzung auf einen
wesentlich gréReren Raum von Funktionen, und zwar jetzt beztglich der Seminorm, die im fol-
genden Satz beschrieben wird.

(46.5) Satz: Das Integral |||, := [ |l¢| dp definiert eine Seminorm auf dem Raum 7 (u) der
Treppenfunktionen zu einem MalRraum. Das heil3t, fir alle p, ¢ € 7 und A € R (bzw. € C) gelten
die folgenden Eigenschaften

1 llelly = 0.
2° [IAelly = [Alllelly-
3% e+l < llelly + Il

Zu einer Norm fehlt die Eigenschatft | ¢|; =0 = ¢ = 0. Diese Eigenschalft ist z.B. im Falle
des Lebesguemales verletzt, denn fiir eine Nullmenge N # () ist die charakteristische Funktion
¢ = xn eine Treppenfunktion mit ¢ # 0 und ||¢||, = 0.

Die Seminorm || ||, ist genau dann auch eine Norm, wenn () die einzige Nullmenge ist, z.B.
im Falle des Zahlmalies.
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Aufgrund von Satz 46.5 ist die Menge NV (1) := {¢ € T : ||¢||, = 0} ein Untervektorraum des
Raumes 7 (1) der Treppenfunktionen. Auf dem Quotientenraum?® 7 (1) /N (1) induziert dann die
Seminorm || ||, eine richtige Norm. Im Falle des ZahimaRes verandert sich nichts, im Falle des
Dirac-Mafes allerdings ist der Quotient erheblich kleiner als 7 (). Der fur uns interessanten
Fall des Lebesguemales liegt dazwischen.

Man weil3, was in dem normierten Raum 7 (1) /N (1) die Cauchyfolgen sind. Wir wollen aber
in 7 (u) bleiben und Gbertragen den Begriff in nahe liegender und natirlicher Weise:

Definition: Eine Folge (y;) von Treppenfunktionen, ¢; € 7 (u), heile £,-Cauchyfolge, wenn es
zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass fur alle j, £ € N mit j,k > N stets ||o; — ¢, < 0 gilt.

Konvergenz in Bezug auf die Seminorm || ||, ist dann nicht wohldefiniert in dem Sinne, wie
wir das bisher kennen gelernt haben.

Um das genau zu beschreiben, fiihren wir das folgende grundlegende Konzept ein, das in
der MaR3- und Integrationstheorie wie auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie stéandig Verwen-
dung findet:

(46.6) Definition: Sei (X, A, 1) ein MaRraum. Eine Eigenschaft von Punkten z € X gilt fast
Uberall (oder fur fast alle = bzw. fast jedes z, genauer p-fast Gberall ), wenn sie aulR3erhalb einer
Nullmenge gilt. Das bedeutet, dass die Teilmenge in X, fur die sie nicht gilt, in einer Nullmenge
enthalten ist.

Abkirzung dazu: f.0.“ oder ,u-f.0"

In Formeln: Ist £(z) die angesprochene Eigenschaft, so gilt £(x) f.U., wenn die Teilmenge
{z € X : E(z) gilt nicht } von X in einer geeigneten Nullmenge enthalten ist.

Ist (X, A, ) vollstandig, so vereinfacht sich die Bedingung, indem es genugt, dass die Aus-
nahmemenge {z € X : £(x) gilt nicht } selbst eine Nullmenge zu sein hat.

Beispiele: Zwei Funktionen f,g : X — FE sind f.uU. gleich, wenn {z € X : f(z) # g(x)} in
einer geeigneten Nullmenge enthalten ist. Und eine Folge f; : X — E konvergiert punktweise
f.U. gegen f : X — E, wenn es eine Nullmenge Z C X gibt, so dass fir alle x € X \ Z die
Konvergenzbedingung lim; . fj(z) = f(x) gilt.

Testen wir diesen Begriff, indem wir die zentrale technische Aussage der Integrations-
theorie im folgenden Satz formulieren und ausfihrlich beweisen.

(46.7) Satz: Eine £,-Cauchyfolge (¢;) von Treppenfunktionen hat stets eine Teilfolge, die fast
Uberall punktweise gegen eine Funktion f : X — FE konvergiert. Es gilt sogar: Zu jedem ¢ > 0
gibt es eine messbare Teilmenge Z C X mit u(Z) < ¢, so dass die Teilfolge auf X \ Z gleich-

"Hier wird der Begriff des Quotientenvektorrauniésl zu einem Untervektorrauii eines Vektorraumes vorausgesetzt.
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manig gegen f konvergiert.

Beweis: Weil (¢;) nach Voraussetzung eine £;-Cauchyfolge ist, gibt es zu jedem k£ € N ein
Jr € N mit

Vm,n > Jk H‘Pm - @n”l < 272]{'

Rekursiv kann jx1 > ji gewahlt werden, so dass auch
Vm 2 gk |lom — @jk”l <27

gilt. Fur die Teilfolge (¢;, ) wird im Folgenden die Behauptung des Satzes bewiesen.
Setze Y, := {z € X : ||¢j,..(x) — ¢j,(2)|| = 27%}. Dann ist Y}, messbar, weil ¢;, eine
messbare Funktion ist, also auch die Funktion

= Hspjlwﬂ (17) — P (:E)H

als Komposition von ¢;, ., —;, und der stetigen Abbildung || || messbar ist. Es gilt fiir beliebige
r e X:

2_kXYk (ﬂf) < H(ij+1 SO]k H

Denn fir z ¢ Y}, ist die linke Seite 0, und fiir z € Y}, gilt 27% < ||}, ., (z) — ¢;, (z)|| nach Definition
der Menge Y. Es folgt (nach 46.3.4°)

_kM(Yk) = /2_kXYk /H903k+1 (ka )H d,u(x) = ngjk+1 - 90jk”1

und damit 11(Y;,) < 27% nach Wahl der Teilfolge (;, ). Die Teilmenge Z; := |J°_, Yi,, ist messbar
mit w(Zg) < 30, 27 =2-27% weil u o-additiv ist.

Jetzt gilt fur = ¢ Z;,: Fur alle m > kist z ¢ Yo, also gilt ||}, (z) — ¢;,, (z)|| < 27™ mit der
Konsequenz, dass die oben ausgewahlte Teilfolge die Cauchybedingung erfullt: Fir n > m ist

5., (x) — 05, ()] < Z @i (@) — @ ()| <2-27™.

Daher konvergiert (¢, ()) wegen der Vollstandigkeit des Banachraumes E gegen einen Vektor
f(z) € E, die Teilfolge (¢;,,) konvergiert also punktweise gegen f auf X \ Z,. Die Konvergenz
ist sogar gleichméaRig auf X \ Z, weil die letzten Ungleichungen gleichméRig fir alle z € X \ Z,
gelten.

SchlieBlich konvergiert (¢;,,) punktweise auBerhalb der messbaren Menge N := (1 Zj. Die-
se Menge hat das MaR p(N) = 0 wegen u(N) < u(Z;) < 2-27F fur alle £ € N. N ist also
Nullmenge. Damit ist der Satz bewiesen. d

Fir eine £,-Cauchyfolge (¢;) von Treppenfunktionen ¢; € 7 (u, E) ist auch ([ ¢; du)jen
eine Cauchyfolge in E, denn nach 46.3.3° und 46.3.5° ist

H/soj - /@kduH < [ os = eull = oy ~

und das bedeutet, dass ([ ¢; du) in E konvergiert (E ist als Banachraum vollsténdig). Diese
Beobachtung fuhrt zu folgendem Ansatz fir den Begriff des Integrals.
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(46.8) Definition: Eine Funktion f : X — FE heil3t integrierbar (genauer: p-integrierbar), wenn
es eine L£;-Cauchyfolge (¢;) von Treppenfunktionen gibt, die fast Gberall punktweise gegen f
konvergiert. Das Integral (von f Gber X in Bezug auf p) ist

/fdu = lim /gojdu.
j—00

AuRRerdem wird fir messbare Teilmengen Y C X das Integral von f Uber Y durch

/deuz/Xdeu

festgelegt.

Dabei steht die Notation xy f nicht nur fur Funktionen f, die auf ganz X vorgegeben sind,
sondern auch fir Funktionen f : Z — E auf Teilmengen Z ¢ X mitY C Z: xy f istinsofern zu
verstehen als die Funktion, die in Y die Werte einer vorgegebenen Funktion f annimmt und die
in X \ Y konstant gleich 0 ist.

Insbesondere erhalten wir flir den Spezialfall f = 1 fir messbare Teilmengen Y ¢ X endli-
chen MaRes u(Y) < oo die Identitat

/Ylduz/XYduzu(Y)-

Um aber einzusehen, dass dieser Ansatz (Definition 46.8) Gberhaupt wohldefiniert ist, gilt
es, das folgenden Lemma zu beweisen.

(46.9) Lemma: Es seien (¢;) und (v;) zwei £,-Cauchyfolgen aus 7 (u, E), die beide fast tiberall
gegen dieselbe Funktion f : X — E konvergieren. Dann gilt

lim [lo; — 5], =0,
j—o00

also auch
lim [ ¢jdp = lim /Q/de,MEE.
Jj—0o0

j—o0
Beweis: 2 Fiir die Folge (1j) der Differenzen 7; := ¢; — ¢;, j € N, die fast Uberall gegen 0
konvergiert, muss nur lim ||7;||; = 0 gezeigt werden, und dafiir genugt es, weil (7;) eine £;-
Cauchyfolge ist, die Bedingung lim ||7;, ||, = O fur eine geeignete Teilfolge nachzuweisen. Wir
wahlen eine Teilfolge (7;, ) mit den Eigenschaften von Satz 46.7. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Sei
k € N grol3 genug, so dass fir alle m > k stets

Hij - Tjk”l <e.

Und es sei Z C X eine messbare Teilmenge, so dass (7;,) auf X \ Z gleichmafig gegen 0
konvergiert mit 4(Z) < &, wobei

C :=sup{||7j, ()] :z € X }

2nicht vorgetragen
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(C < oo, weil 75, nur endlich viele Werte annimmt). Da 7;, eine integrierbare Stufenfunktion ist,
gilt auRerdem p(A) < oo fir A := {z € X : 7;, (x) # 0 }. Es gilt schlieBlich

5l = [ Il dn < [l dit [ Gl dis [ du.
X z A\Z X\A

Die drei Summanden auf der rechten Seite dieser Ungleichung haben der Reihe nach die fol-
genden Abschatzungen:

L /Z ]l dpe < /Z (A /Z Il die < [y — 3l + 1(Z)C < 2¢.

2. /A il i < supflmg (@) 2 € X\ 2} (4) <

wenn m groRR genug ist, weil (7;,,) gleichmaRig gegen 0 auf X \ Z gegen 0 konvergiert.

5 [ Amlldn [l =l ik [l de< - il <<
X\A X\A X\A

Insgesamt ergibt sich ||7;,, ||, < 4e fur gentigend groRRe m € N, also ||7;,,[;, — 0, und das war
Zu zeigen. a

(46.10) Regeln:

1° Die integrierbaren Funktionen f : X — FE bilden einen Vektorraum, den wir mit £ (x)
oder £;(u, ) bezeichnen.

2° Das Integral als Abbildung

[iowr) ~E 1 [ fan,

ist eine lineare Abbildung.
3° Das Integral ist monoton: Im Falle E = R qgilt fur f,g € £1(u):

f<g — [fin< [gan.

4°  Fur disjunkte messbare Teilmengen Y, Z C X und integrierbare f : Y U Z — E (das
heil3t, die Fortsetzung yyyzf auf X, die auBerhalb von Y U Z Null gesetzt wird, ist integrierbar
im Sinne der Definition 46.8) gilt

/Yuzfdﬂz/yfdwr/zfdﬂ-

5° Wenn f integrierbar ist, so gilt das auch fur || f||, also fur die R-wertige Funktion z —

| f(z)]], und es ist
H/fduH S/Ilfll dp=: £y -

6° Die in 5° definierte Funktion || ||, : £1(u, E) — R ist eine Seminorm und das Integral
[ : L1(p, E) — Eist nach 5° stetig in Bezug auf diese Seminorm: || [ f du|| < || f1;.

Insofern ist das Integral in der Definition 46.8 eine stetige und lineare Fortsetzung auf einen
gréReren Raum von Funktionen als dem Raum der Treppenfunktionen analog zu den Erdrte-
rungen in Paragraf 27. Nach Definition von £ (u, E) ist 7 (u, E) dichtin £y (p, E).
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7° Fur f e Ly(p) qilt: ||f|l, =0 = f =0 fast tberall.
(Die Umkehrung ,.f = 0 fast Gberall = || f||; = 0" gilt direkt nach Definition.)

8° Eine Abanderung von f auf einer Nullmenge N C X andert weder die Integrierbarkeit
von f noch den Wert des Integrals [ f du.

9° Im Falle £ = R sind fur f,g € £1(n) das Maximum max{f, g} und das Minumum
min{ f, g} integrierbar.

10° Eine Funktion f : X — R”, f = (f!, f2,..., f), ist genau dann integrierbar, wenn das
fiir die Komponenten f7 richtig ist, und es gilt

/fdu: </f1du,...,/f”du> .
Beweisskizzen: 3

1° & 2°. Wenn f, g € L1(u, E) integrierbar sind mit £;-Cauchyfolgen (¢;), (1;) von Treppenfunk-
tionen ¢;,v¢; € T(u, E), die p; — fund ¢; — g fast Gberall erfillen, so ist fur A € K die Folge
(pj + \p;) ebenfalls eine £;-Cauchyfolge (weil || ||, Seminorm ist), die fast tiberall punktweise
gegen f + \g konvergiert. Also ist f + A\g integrierbar und es ist

Jr4agpau=tim [(o+ 3oy du=lim [ojdu+ntim [vydn= [ rdux [gan
j—o0 j—o0 j—o0

wegen der Linearitat von [ auf den Treppenfunktionen nach 46.3.3°.
3° folgt ebenso direkt aus der Monotonie des Integrals auf den Treppenfunktionen (46.3.4°).

4°. Auch diese Eigenschaft folgt sofort aus der entsprechenden Eigenschaft auf dem Niveau der
Treppenfunktionen, die wir allerdings noch nicht festgestellt haben. Fir eine Treppenfunktion ¢
ist xyuzp ebenso eine Treppenfunktion und es ist xyuz¢ = xy¢ + xzp. Daher

/ wduz/XYuzsodﬂz/XYsodu+/xzsodM=/ sodwr/sodu-
YuZz Y Z

5°. Sei (¢;) eine L£,-Cauchyfolge von Treppenfunktionen, die gegen f punktweise f.0. konver-
giert. Dann konvergiert die skalare £;-Cauchyfolge von Treppenfunktionen (||¢;||) f.0. gegen
| fIl. Also ist || f|| integrierbar mit [ || f|| du = lim [ ||| du. Aus 46.3.5° folgt die Behauptung 5°

| e = fim [ 3] =1 (] ] ) < ( [ ) = fust

6°. Es ubertragen sich die entsprechenden Seminorm-Eigenschaften von || ||, fiir Treppen-
funktionen (vgl. Satz 46.5) direkt unter Verwendung der Definition des Integrals fir allgemeine
integrierbare Funktionen.

7°. Nach 5° ist || f|| integrierbar und f.0. punktweiser Limes von Treppenfunktionen. Also gibt es
eine Folge (¢;) von Treppenfunktionen und eine Nullmenge Z, so dass lim; ¢;(x) = || f(z)|| fur
alle z € X \ Z. Nach Anderung auf der Nullmenge Z, wo || f| und alle ¢; Null gesetzt werden,
haben wir die folgende Situation: Alle v; := xx\z¥;,j € N, sind wieder Treppenfunktionen
und die Folge (v;) konvergiert Uberall punktweise gegen h := x x\ 7 || f||- h ist daher nach Satz
42.9.2° messbar als punktweiser Limes von Treppenfunktionen. Die Folge (¢;) kann im Gbrigen

3nur zum Teil vorgetragen
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(nach 46.7) so gewahlt werden, dass sie aul3erhalb einer Menge W C X vom MaB u(W) < 1
gleichmaliig konvergiert.

Als messbare Funktion mit Werten in [0, co] ist h nach Satz 42.9.3° punktweiser Limes einer
aufsteigenden Folge ~; von Stufenfunktionen. Diese sind auch Treppenfunktionen. Ansonsten
ware v; = ¢ > 0 auf einer Menge A C X vom Mal p(A) = oo. Und dann ware eine der
Treppenfunktionen 1, wegen der gleichmafligen Konvergenz auf3erhalb W grof3er als %c auf
AN\ W mit u(A\ W) = oo. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass die Stufenfunktion
integrierbar ist.

Esist v; < h, also v; < || f]| f.U. (ndmlich auBerhalb von 7). Ist nun | f||; = 0, so folgt
[vidp < [|If]l dp = ||f]l; = 0 aus 3°. Daher ist p({; > 0}) = 0 nach Definition des Integrals
far nichtnegative Treppenfunktionen und weiterhin x({h > 0}) = U, u({r; > 0}) = 0. SchlieBlich
ist {||f|l > 0} € {h > 0} U Z und das bedeutet || f(z)|| = 0 f.u. und damit auch f = 0 f.0., weil
|| || eine Norm auf E ist.

8°. Diese Aussage ergibt sich direkt aus der Definition der Integrierbarkeit fir eine Funktion f,
die ja eine approximierende L;-Cauchyfolge von Treppenfunktionen verlangt, welche nur f.0.
gegen die Funktion f konvergieren muss.

Bemerkung: Im vorangehenden Beweis zu 7° hatte man also einfacher gleich beginnen
kdnnen: Ohne Einschréankung der Allgemeinheit sei || f|| messbar.

9°. Diese Regel zeigt man wieder unter direkten Ruckgriff auf die approximierenden Treppen-
funktionen.

10° wird in den Ubungen behandelt, genauso wie das nachfolgende Beispiel. O

Fur das Zzahlmaf ¢ auf einer nichtleeren Menge X ist der Raum der integrierbaren Funktio-
nen f : X — E in einen Banachraum E gerade der Raum aller absolutsummierbaren Familien
(vz)zex von Vektoren v, € E. Dabei heif3t eine solche Familie genau dann absolut summier-
bar, wenn die endlichen Summen }___. [|v.|| eine obere Schranke haben. Fir summierbare
Familien (v,) gilt:

1. Esist v, = 0 abgesehen von einer abz&hlbaren Teilmenge Y C X.

2. (v;) hat als Summe einen Wert s = ) v, in folgendem Sinne: Fur alle £ > 0 gibt es
eine endliche Menge Z C X so dass fiur alle weiteren endlichen Menge H ¢ X, Z C H, die
Ungleichung [|s — =,y va|| < € zutrifft.

Diese Summe s = ) v, ist vollig klar im Falle, dass Y endlich ist. Wenn Y abzéahlbar
unendlich ist, kann man sich diese Summe auch vorstellen als den gemeinsamen Grenzwert
8= 3 0l Vy(n) = iMoo D10 vy fUr die Bijektionen i : N — Y Fir jede Abzéhlung von Y/
hat die unendliche Reihe den gleichen Wert s.

Der Raum der bezuglich des Zahimalfies integrierbaren Funktionen ist ein normierter Raum,
weil es zum Zahimal3 keine nichtleeren Nullmengen gibt, und es kann gezeigt werden, dass
dieser Raum, der mit ¢, (X, FE) bezeichnet wird, vollstandig ist (das folgt auch aus 46.14). Im
Falle X = Nund F = K mit K = R oder K = C nennt man ¢; = ¢;(N, K) auch den Banachraum
der absolut konvergenten Zahlenfolgen.

(46.11) Satz: Integrierbare Funktionen sind fast Uberall messbar, das heil3t, eine integrierbare
Funktion wird nach einer gegebenenfalls nétigen Anderung auf einer Nullmenge eine messbare
Funktion. Das bedeutet: Ist f : X — F integrierbar, so gibt es eine Nullmenge N C X, so dass
xx\nJ messbar ist.
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Ist das Mal ;. vollstandig, so ist jede u-integrierbare Funktion messbar.
Einen Beweis findet man z.B. in Amann-Escher.

Die fur die Definition des Integrals entscheidende Aussage des Satzes 46.7 Ubertragt sich
auf die integrierbaren Funktionen, wie das im folgenden Satz formuliert ist.

(46.12) Satz: (Normkonvergenzsatz) Es sei (f,,) eine £;-Cauchyfolge von integrierbaren Funk-
tionen f, € £1(u, E) (d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert stets ny € N, so dass fur alle n,m > ng gilt:
| fn — fmll; < €). Dann gilt:

1° Es gibt eine Teilfolge von (f,), die f.U. gegen eine Funktion f : X — E konvergiert, und
die zu jedem e > 0 aul3erhalb einer Teilmenge Z = Z(¢) C X vom MaB u(Z) < e gleichmaRig
konvergiert.

2° Eine Grenzfunktion f nach 1° ist integrierbar und je zwei solche Grenzfunktionen sind
f.0. gleich.

3° Fur jede Grenzfunktion f nach 1° gilt lim, . || f» — f||; = 0 und daher auch

/f dp = nlLrglo / Jndp. [18.12.2007]

Beweis:* 1°. Nach 46.11 kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit angenommen werden,
dass alle f,, messbar sind. Dann kann aber der Beweis zu 46.7 komplett Gbernommen werden,
um 1° zu zeigen: Es werden lediglich die Treppenfunktion ¢; aus dem Beweis zu 46.7 durch die
messbaren und integrierbaren Funktionen f,, ersetzt.

2° & 3°. Um zuné&chst zu zeigen, dass f integrierbar ist, gehen wir nach 1° von einer Teilfolge
(fn,) aus, die ohne Einschrankung der Allgemeinheit Gberall punktweise gegen f konvergiert
(sonst kann man sie auf einer Menge vom MalR 0 abandern) und zu der es zu jedem ¢ > 0
eine messbare Menge Z C X mit MalR u(Z) < e so gibt, dass gleichméafliige Konvergenz
auBRerhalb von Z vorliegt. Da f,,, fir jedes feste k € N integrierbar ist, gibt es nach Definition der
Integrierbarkeit von f,,, eine Treppenfunktion 7, und eine messbare Menge Z;, C X mit u(Zy) <
27%und || (z) — fu, (v)|| < 27 % furalle z € X\ Z. Die Treppenfunktion 7;, kann auRerdem noch
so gewdahlt werden, dass auch |7 — f,, ||, < 27% gilt, indem wir den nachfolgenden Hilfssatz
46.13 auf g = f,,, anwenden.

Die Folge (1) ist eine £;-Cauchyfolge wegen

e = 7illy < 7 — fnkH1 + [ fr — me1 + [ fry — 77”1 <2427l 4 | frs, — f’m”l )
denn (fy, )ren ist nach Voraussetzung eine £;-Cauchyfolge. Fir z € X \ Z, wobei
oo [e.e]
7 = ﬂ U Zm € A,
k=0m=k

gibtes k € N, sodass = ¢ Z,, fur alle m > k, also ist ||7,,(z) — fn,, (z)|| < 27™. Es folgt

1Tm (@) = f)| < 17m(2) = S (@) + [ (2) = f (@) <277 + [ frr (2) = ()],

und daher 7 (z) — f(x) (|| fn,.(z) — f(z)|| — 0, denn die Folge (f,,) konvergiert ja punktwei-
se gegen f). Ferner ist

[e.e]

wm2) < G Zp) <Y 27 =27
m=k =k

4in Erganzung zu der unvollstandigen Darstellung in der Vorlesung
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fur alle £ € N, also u(Z) = 0. Das bedeutet, dass 7 (x) gegen f(z) f.U. konvergiert. Daher ist f
integrierbar, und der erste Teil von 2° ist bewiesen.

Aus dem nachfolgenden Hilfsatz ergibt sich fir f = g sogar lim |7, — f|; = 0. Wegen
lim |7 — fo,ll, < 27" folgt lim || f,, — f|l;, = 0, und da nach Voraussetzung (f,) eine Li-
Cauchyfolge ist, folgt schlieBlich lim || f, — f||; = 0. Das ist die Aussage in 3°.

Es bleibt zu zeigen, dass die Grenzfunktion g einer weiteren Teilfolge von (f,) mit den in
1° beschriebenen Eigenschaften fast Gberall mit f Gbereinstimmt. Dazu ist festzustellen, dass
genauso wie zuvor gezeigt werden kann, dass lim || f,, — g||; = 0 gilt. Es folgt || f — g||; = 0 und
daher schlie3lich f = ¢ f.0. nach 46.10.7°. O

(46.13) Hilfssatz: Ist die integrierbare Funktion g : X — E f.0. der Limes einer £;-Cauchyfolge
(¢n) von Treppenfunktionen, so gilt lim, ||¢, —g|l; =0.

Bemerkung: Diese Aussage ist so selbstverstandlich, dass sie fast schon verwirrend er-
scheint. Sie ist leicht zu zeigen (siehe unten), sie ist aber in der Tat nicht Bestandteil der Defi-
nition des Integrals und der Integrierbarkeit. Denn die Integrierbarkeit von ¢ erfordert eine £;-
Cauchyfolge von Treppenfunktionen ,,, die f.0. punktweise gegen g konvergiert, und es ist dann
[ gdp = lim [ ¢, du. Damit ist viel tiber die punktweise Konvergenz von (¢, —g) gesagt und mit-
tels Satz 46.7 auch Uber die gleichmé&Rige Konvergenz von (||, — g||) aul3erhalb von Mengen
beliebig kleinen MafRes, aber noch nichts tiber die Konvergenz von |j¢,, — gll; = [ |l¢n — gl dp.

Beweis von 46.13: Unter diesen Voraussetzungen ist fir jedes n € N die Folge (||¢n — ¢kl ken
eine £;-Cauchyfolge von Treppenfunktionen, die f.U. gegen |, — g|| konvergiert. Also gilt fur
jedes feste n € N:

len =gl = / len = gll dp = kliggo/ lon —enll dp = lim fon — @il -
Wegen der Cauchybedingung fur (¢,,) ist aber

lim lim ||¢, — ¢kl =0,

n—oo k—oo

und daher auch lim, . ||¢n — gl/; = 0. O

Sei N(p) :={f € Li(w, E) : | fl, =0}

(46.14) Satz: Der Quotientenraum L1 (X, u, E) := L1(u, E)/N () mit der durch die Seminorm
| [l; induzierten Norm ||[f]|l; := || fll; , f € £1(u, E), ist ein Banachraum.

Das ist im Wesentlichen die Aussage des Normkonvergenzssatzes 46.12.

847 Konvergenzsatze

Die folgenden beiden Satze sind das Kernstiick der Integrationstheorie. Die ganze Mihe der all-
gemeinen Einfihrung der Integration in dem vorangehenden Paragrafen hat man sich gemacht,
um diese beiden Satze zu erzielen, die viele wichtige Anwendungen haben (z.B Parameterinte-
grale, wie sie noch in diesem Paragrafen behandelt werden).

Beweistechnisch basieren die beiden Satze direkt auf den Normkonverganzsatz 46.12.
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(47.1) Satz: (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz von Lev i) (f,) sei eine monoton
wachsende Folge integrierbarer Funktionen f,, : X — R mit

sup{/fndu:nEN}<oo.

Dann konvergiert ( f,,) f.0. gegen eine integrierbare Funktion f : X — R und es gilt

/fdu—lim/fndu—sup/fndu.

(47.2) Satz: (Satz von der dominierten Konvergenz, Satz von Leb  esgue) (f,,) sei eine Folge
integrierbarer Funktionen f, : X — FE, die punktweise f.0. gegen eine Funktion f : X — F
konvergiere, und zu der es eine integrierbare skalare Funktion g : X — R gebe mit

[fn ()] < g(2)

fur alle z € X und alle n € N. Dann ist f integrierbar und es gilt

/fdu_nlggo/fndu.

In den Beweisen zu beiden Satzen muss lediglich gezeigt werden, dass die Folgen (f,)
unter den gegebenen Voraussetzungen £-Cauchyfolgen sind, um dann unmittelbar den Norm-
konvergenzsatz 46.12 anzuwenden. [21.12.2007]

Der fundamentale Satz von Lebesgue 47.2 heif3t auch der Satz von der majorisierten Kon-
vergenz.

Der Vergleich mit der Integrierbarkeit nach MIA / MIIA:

(47.3) Satz: Essei X =[a,b) CRund f: X — E.
1° st f stetig, so ist f lebesgueintegrierbar.
2° st f sprungstetig, so ist f ebenfalls lebesgueintegrierbar.

Dabei ist das Lebesgueintegral auf X C R wie zuvor durch Restriktion von R auf X definiert:
f ist definitionsgemalk genau dann lebesgueintegrierbar, wenn die durch 0 fortgesetzte Funkti-
on auf R lebesgueintegrierbar auf R ist. Analog fir beliebige (messbare) Teilmengen X C R".

Beweis: 1°. Natdrlich folgt 1° sofort unmittelber 2°. Wir wollen aber 1° direkt beweisen unter
Ausnutzung der Stetigkeit und mit Verwendung von Satz 47.2, dessen Wirkung in den Anwen-
dungen auf diese Weise gezeigt werden soll.

Wir betrachten die Zerlegungsfolge Z;, := {a 4+ j27%(b —a) : 0 < j < 27} des Intervalls X
und setzen

fult) == f (a+j2*’<(b—a)) , wenn t € [(j —1)27%(b - a), j27*(b - a)

Offensichtlich ist f; eine Treppenfunktion , also insbesondere integrierbar, und es gilt || fx(z)]| <
£l mit || £l = sup{||f(t)| : t € X} == M < oo wegen der Stetigkeit von f. Aufgrund der
gleichmaligen Stetigkeit der stetigen Funktion f konvergieren die f, gleichmalig gegen f,
insbesondere auch punktweise. Schlief3lich ist die konstante Funktion g(t) = M ,t € X, le-
besgueintegrierbar mit Integral [, gd\ = M (b — a), und wir haben | f,(x)|| < g(x). Nach Satz
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47.2 ist daher f als Grenzfunktion der f; lebesgueintegrierbar (mit fodA = lim [ frd\ =

limy. o0 27 k(b — a) Y5y fla+ j275(b — a))),
Der Beweis von 2° geht analog oder noch direkter, denn die sprungstetigen Funktionen sind ja
gerade die gleichméaRigen Limites von Treppenfunktionen,vgl. 27.15. O

Der Vergleich mit den integrierbaren Funktionen nach Riemann:

(47.4) Satz: Jede beschrankte, riemannintegrierbare Funktion f : [a,b] — R ist auch lebes-
gueintegrierbar.

Dazu muss nur an den Satz 28.10 appelliert werden, der besagt, dass f auf3erhalb einer
Nullmenge stetig ist.

(47.5) Satz: (Parameterintegral) Sei
f: X xQ—FE

eine Abbildung mit Werten in einem Banachraum E, wobei (X, A, 1) ein MaRraum und €2 ein
metrischer Raum ist, und es sei fur alle Parameterwerte ¢t € Q die Funktion x — f(x,t) inte-
grierbar. Setze

o) ::/f(x,t)du,te Q.

Ist dann fur alle z € X die Funktion ¢ — f(x,t) stetig, und gibt es eine integrierbare Funktion
h:X — R mit
|f(x,t)]| < h(x), V(z,t) e X x Q,

soist g : Q — F stetig.

Beweis: Fir eine konvergente Folge (t,) mit t, — to in Qist f,(x) := f(x,t,) integrierbar
und konvergiert punktweise gegen f(z,t). Fernerist || f,(z)| < h(z). Also gilt [ f(z,to) dp =
lim [ f, dp und das ist gerade g(to) = lim g(¢,,). O

(47.6) Satz: (Parameterintegral) Sei
[ X xQ—F

eine Abbildung mit Werten in einem Banachraum E, wobei (X, A, 1) ein MaBraum und 2 C R
ein Intervall ist, und es sei fUr alle Parameterwerte ¢ € Q2 die Funktion = — f(z,t) integrierbar.
Setze

g(t) :—/f(a:,t)d,u,tEQ.

Ist dann fur alle x € X die Funktion ¢ — f(x,t) stetig differenzierbar mit Ableitung f'(z,t), und
gibt es eine integrierbare Funktion i : X — R mit

Hf’($,t)H < h(z), V(z,t) e X x Q,
soist g : ) — FE stetig differenzierbar mit
90 = [ 1/t dufa).
(47.7) Satz: (Parameterintegral) Sei
[ XxQ—>F
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eine Abbildung mit Werten in einem Banachraum E, wobei (X, A, ) ein Malsraum und @ C R”"
eine offene Menge ist, und es sei fur alle Parameterwerte = € X die Funktion ¢ — f(x,q), g € Q
stetig partiell differenzierbar mit Ableitungen 0; f(z,q), 1 < j <n.Fernerseih € L1, h: Q2 — R
mit der Abschéatzung

V(z,q) € X xQ: |[0jf(x,q)| < h(q).

Dann ist g stetig partiell differenzierbar mit

0,00) = [ 0,f(w,0) dulz).

Bemerkung: Diverse Varianten mit ,f-0.".

(47.8) Satz: Essei X = JU, mitU, € A. Dann giltfur f : X — E:

fely < VneN: fly, = xu, [ integrierbar und </ (Kl du) konvergiert.
Un

(47.9) Folgerung: f : Ja,b[ — R sei lebesgueintegrierbar auf jedem kompakten Teilintervall
I C ]a,bl. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1° fintegrierbar.
2° | f| integrierbar.
3° lim, oo [ | f| dX existiert fur Folgen a, \, a, b, /*b.

848 Produktmaf

Wir kennen das Produkt von Messraumen (X, A), (Y, B):
Die unterliegende Menge ist das kartesische Produkt X x Y

Die Produktalgebra ist die ,Tensoralgebra“ A @ B, das ist die von den Produkten A x B
(,Rechtecken") erzeugte o-Algebra A® B=0({Ax B: A€ A, B € B}).

Seien jetzt . ein Maf3 auf (X, .A) und v ein MaR auf (Y, B) vorgegeben. Gesucht ist ein kano-
nisch gegebenes MaR3 ;. ® v auf dem Produkt (X x Y, A® B), welches in gewisser Weise iterativ
gegeben ist. Ein solches Mal} existiert eindeutig im Falle, dass man von o-endlichen MaRRen
ausgeht (vgl. 48.9).

Wichtigste Anwendung im Rahmen der Vorlesung: Das LebesguemaR )\, auf R = R x R
ist als Produktmafd A; ® A\; darstellbar, und allgemeiner A\, 1, = A ® A, SOWIE Ay = A1 Q... R A1,

(48.1) Satz von Fubini: Zu zwei o-endlichen MaRRrdumen gilt fir das Produktmal® y @ v: Fur
feli(XxY,uvE)ist

| twew=[ ([ sepdi)am=[ ([ fenam) .

Dazu benétigt man die Eigenschaften
— X > FE, z+— f(z,y) ist u-integrierbar f.0. in Y
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—-Y = E, y— [y f(z y)du(z), ist v-integrierbar,
und dasselbe mit den Rollen von X und Y vertauscht.

(48.2) Beobachtung: Das System R der endlichen Vereinigungen von ,Rechtecken“ Ax B | a €
A, B € B, ist eine Mengenalgebra, das edeutet endliche Vereinigungen und Komplementbil-
dungen fiihren nicht aus dem System R heraus.

(48.3) Definition: (monotone Klasse) Ein System M C P(Z) von Teilmengen einer Menge
Z heil3t monoton, oder monotone Klasse, wenn die folgenden zwei Permanenzeigenschaften
erfullt sind:

Y, EM,Y, C Yo = | JYaneM,
X, eM, Xp D Xpi1 — ﬂXneM.

Bemerkungen: 1. Eine monotone Mengenalgebra ist stets eine o-Algebra. 2. Jede o-Algebra
ist eine monotone Klasse und natirlich auch eine Mengenalgebra.

(48.4) Lemma: Es sei R eine Mengenalgebra und M = M(R) die kleinste monotone Klasse,
die R enthalt. Dann ist M eine o-Algebra und es gilt M = o(R): M ist die von R erzeugte
o-Algebra.

Folgerung: Fir unsere Situation der Produktstruktur ist A ® B als die von R erzeugte o-
Algebra zugleich die von R erzeugte monotone Klasse M(R) = A ® B.

Wir verwenden im Folgenden den Integralbegriff ein wenig allgemeiner, als bisher darge-
stellt. Dabei geht es nur um numerische Funktionen i : X — [0, oo, die f.0. messbar sind.

(48.5) Definition: (Numerische Integrale, Ausdehnung des Integralb egriffs) Fur f.0. mess-
bare h : X — [0, 00| setze

/hdu:zsup{/gpdu: heT(u),e<h}.

Es gilt Th dp = sup{ [ ¢ du : ¢ integrierbar , ¢ < h}.

(48.6) Lemma: Es sei h : X — [0, 00] integrierbar. Dann ist fhdu < oo und es gilt Th dy =
[ hdp.

(48.7) Konvention: Wir schreiben [ hdy anstelle von [h dy auch fiir f.i. messbare, aber nicht
notwendig integrierbare Funktionen  : X — [0, co].

Auch wenn auf diese Weise einer nicht integrierbaren, messbaren Funktion A ein Integral
[ hdp = oo zugeordnet wird, wird % nicht etwa ,integrierbar“ genannt.

(48.8) Satz: f: X xY — [0, 00] sei messbar beziiglich der Produktstruktur auf X x Y. Dann:
1° Furjedes x € X ist die partielle Funktion f, : Y — [0, 0] , y — f(z,y) messbar,
2° x—g(x) = [, fadv = [, f(z,y)dv(y), ist messbar.
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(48.9) Cavalieriprinzip: Auf X x Y gibt es genau ein Produktmall p® v : A ® B — [0, oo] mit
1° p@v(Ax B)=u(Av(B), A€ A, BB,
2 forallM € A® B:

worn) = [ ([ tenaw) ae = [ ([ ) aw).

(48.10) Folgerung: Sei f : X — [0, 0c0] messbar. Dann ist die Menge M/ := {(z,t) € X x[0, oo :
t < f(x)} messbarin X x [0, co[ mit

1@ NMY) —/deu.

849 Transformationssatz — Das euklidische Lebesgueintegr al

Wir haben jetzt alle abstrakten Resultate der Mal3- und Integrationstheorie beisammen, um die
euklidische Integrationstheorie zu formulieren und anzuwenden: A = \,, sei wie zuvor das Le-
besguemal’ auf R".

(49.1) Zusammenfassung: Drei Wege zum euklidischen Lebesgueintegral.

(49.2) Satz: (Invarianz) Es sei A C R" lebesguemessbar und f € £,(A, E). Dann gilt:
1° Fuir alle Vektoren v € R" gilt

AA) =A(A+wv) und flz+v)de = f(z)dx.
R” R”

,Das Lebesguemal / die Lebesgueintegration ist translationsinvariant.” (Hier und im Folgenden:
A= A, und d\, = d\ = dz.)
2° Fur T € SO(n,R) gilt:
AA) = A(TA) und f(T(z))dz = f(z)dz.

.Das Lebesguemal / die Lebesgueintegration ist rotationsinvariant, insgesamt also invariant
gegenuber euklidischen Bewegungen.*”

3° Furaller e R, r > 0gilt:
ArA)=7r"AA) und flrz)de = r”/ f(z)dx.
Rn n
.Das Lebesguemal / die Lebesgueintegration ist n-homogen.”

(49.3) Beispiel: Volumen der euklidischen Einheitskugel.

(49.4) Transformationsformel: Es seien 2,%X < R"” offene Teilmengen des R™ und es sei
® : Q — X ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt fir f : ¥ — E:

fistintegrierbar <= f o ® |det D®| ist integrierbar
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jeweils beziglich A, und es gilt

/ f(x) dA\(z) = / £ 0 ®(y) |det DB(y)| dA(y).
¥ Q

Bemerkung: Rezept dhnlich wie im Falle n = 1, aber ohne Orientierung. fjf(x) dx transfor-
miert sich nach der MaRgabe x = p(y) vermodge dz = ¢'(y) dy zu

b )
/ f(x)de = / Fo))e' (v) dy.
a v~ 1(a)

wenn nur ¢ : [a, ] — [a,b] stetig differenzierbar und ist und die Intervallenden aufeinander
abbildet.

(49.5) Folgerung: (Mafdtransformation)  Fur messbare A C € qilt ¢(A) C X ist ebenfalls
messbar und es ist

A(p(A)) = /A Dely)] dy.

(49.6) Fouriertransformation:



